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CONCURSUL NAȚIONAL DE MATEMATICĂ APLICATĂ 

„ADOLF HAIMOVICI” 
Ediția a XXVIII-a 

ETAPA JUDEȚEANĂ – 7 martie 2026 
                                                 

Clasa a XII–a – Secțiunea H2 – Profil real, specializarea științe ale naturii 
 

BAREM DE CORECTARE ȘI NOTARE 
                                             
Subiectul 1. (20 puncte) 
  Considerăm mulțimea 𝐺 = {𝐴 ∈ ℳଶ(ℝ)|𝐴௧ ∙ 𝐴 = 𝐼ଶ} (𝐴௧ este transpusa matricei 𝐴). 

a) Arătați că  ,G  este grup. 

b) Există matricele 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐺, astfel încât 𝐴 +  𝐵 ∈ 𝐺? 
c) Fie 𝐻 = ൛𝐴 ∈ ℳଶ(ℤ)ห 𝐴௧ ∙ 𝐴 = 𝐼ଶൟ. Determinați numărul elemetelor mulțimii 𝐻 și arătați că (𝐻,∙) 
este grup. 
 

 
SOLUȚIE: 
a)  

 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐺 ⟹ 𝐴௧ ∙ 𝐴 = 𝐼ଶ, 𝐵௧ ∙ 𝐵 = 𝐼ଶ ⟹ (𝐴𝐵)௧ ∙ (𝐴𝐵) = 𝐵௧ ∙ 𝐴௧ ∙ 𝐴 ∙ 𝐵 = 𝐵௧ ∙ 𝐵 = 𝐼ଶ, deci „ ∙ ” este lege de 
compoziție pe G ....................................................................................................................... 2 puncte 

 Înmulțirea matricelor este asociativă ............................................................................................. 2 puncte 
 𝐼ଶ ∈ 𝐺, 𝐼ଶ este element neutru .......................................................................................................... 2 puncte 
 ∀ 𝐴 ∈ 𝐺, 𝐴ିଵ = 𝐴௧ ∈ 𝐺  ((𝐴௧)௧𝐴௧ = 𝐴 ∙ 𝐴௧ = 𝐴 ∙ 𝐴ିଵ = 𝐼ଶ) ...................................................... 2 puncte 

  
b) Aleg 2A I  și caut 𝐵 ∈ 𝐺 cu 𝐼ଶ + 𝐵 ∈ 𝐺, deci (𝐼ଶ + 𝐵)௧(𝐼ଶ + 𝐵) = 𝐼ଶ ⟹ 𝐵 + 𝐵௧ = −𝐼ଶ, 𝐵௧ ∙ 𝐵 = 𝐼ଶ 2 puncte 

Găsim 𝐵 =
ଵ

ଶ
൬

−1 √3

−√3 −1
൰ sau 𝐵 =

ଵ

ଶ
൬

−1 −√3

√3 −1
൰ ............................................................................... 3 puncte 

 

c) 𝐴 = ቀ
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁ ∈ ℳଶ(ℤ); 𝐴 ∈ 𝐻 ⟹ 𝑎ଶ + 𝑐ଶ = 1, 𝑏ଶ + 𝑑ଶ = 1, 𝑎𝑏 + 𝑐𝑑 = 0, 𝑎 = ±1, 𝑐 = 0 și 𝑏 = 0, 𝑑 = ±1 

sau 𝑎 = 0, 𝑐 = ±1 și 𝑏 = ±1, 𝑑 = 0, ......................................................................................................... 2 puncte 

Găsim soluțiile: 𝐼ଶ, −𝐼ଶ, 𝐴, −𝐴, 𝐵, −𝐵, 𝐶, −𝐶, 𝐴 = ቀ
1 0
0 −1

ቁ , 𝐵 = ቀ
0 1
1 0

ቁ , 𝐶 = ቀ
0 1

−1 0
ቁ, deci 𝐻 are 8 

elemente .......................................................................................................................................................... 2 puncte 
(𝐻,∙) este grup al lui (𝐺,∙) ...................................................................................................................... 3 puncte 

 
 
 
Subiectul 2. (20 puncte) 

  Considerăm funcția 𝑓: [0, 1] → ቂ
௘

ଶ
, 𝑒ଶቃ , 𝑓(𝑥) =

௫మାଵ

(௫ାଵ)మ ∙ 𝑒   
మ

ೣశభ .  

a) Dacă 𝑔: [0, 1] → ℝ este o funcție derivabilă cu derivata continuă, arătați că: 

                                            ∫ ൫1 + 𝑥𝑔′(𝑥)൯ ∙ 𝑒௚(௫)𝑑𝑥 = 𝑒௚(ଵ)ଵ

଴
. 

b) Calculați ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
ଵ

଴
. 

c) Arătați că funcția 𝑓 este inversabilă și calculați ∫ 𝑓ିଵ(𝑥)𝑑𝑥
௘మ

೐

మ

. 

 
SOLUȚIE: 

a) ∫ ൫1 + 𝑥𝑔′(𝑥)൯ ∙ 𝑒௚(௫)𝑑𝑥 = ∫ ൫𝑥𝑒௚(௫)൯′ ∙ 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒௚(௫)ห
଴

ଵଵ

଴
= 𝑒௚(ଵ)ଵ

଴
 .................................................... 6 puncte 
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b) Aleg 𝑔(𝑥) =
ଶ

௫ାଵ
 , atunci 1 + 𝑥𝑔′(𝑥) =

௫మାଵ

(௫ାଵ)మ și 𝑓(𝑥) = ൫1 + 𝑥𝑔′(𝑥)൯ ∙ 𝑒௚(௫), deci ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
ଵ

଴
= 𝑒௚(ଵ) = 𝑒 6 puncte 

c) 𝑓ᇱ(𝑥) =
ିସ

(௫ାଵ)ర ∙ 𝑒
మ

ೣశభ , 𝑓 strict monotonă ⟹ 𝑓 injectivă, 𝑓 continuă, 𝐼𝑚 𝑓 = ቂ
௘

ଶ
, 𝑒ଶቃ ⟹ 𝑓 surjectivă ⟹ 𝑓 bijectivă⟹ 𝑓 

inversabilă .............................................................................................................................................. 2 puncte 

𝐼 = ∫ 𝑓ିଵ(𝑥)𝑑𝑥
௘మ

೐

మ

, 𝑓ିଵ(𝑥) = 𝑡 ⟹ 𝑥 = 𝑓(𝑡), 𝑓ିଵ ቀ
௘

ଶ
ቁ = 1, 𝑓ିଵ(𝑒ଶ) = 0 ⟹ 

𝐼 = ∫ 𝑡𝑓ᇱ(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑡𝑓(𝑡)|ଵ
଴ − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

଴

ଵ
=

଴

ଵ
−

௘

ଶ
+ 𝑒 =

௘

ଶ
  ................................................................. 6 puncte 

 
Subiectul 3. (20 puncte) 
   Considerăm grupul (𝑮,∗) unde 𝐺 = (2, ∞) și 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6, pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺.  

a) Dacă a, b, c ∈ G și 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑐, 𝑏 ∗ 𝑐 = 𝑎, 𝑐 ∗ 𝑎 = 𝑏, arătați că 𝑎 = 𝑏 = 𝑐. 
b) Determinați șirul (𝑎௡)௡ஹଵ ⊂ 𝐺, știind că 𝑎ଵ ∗ 𝑎ଶ ∗ … ∗ 𝑎௡ = 𝑛 + 3 pentru orice 𝑛 ∈ ℕ∗. 
c) Fie 𝐻 un subgrup al grupului 𝐺 care conține toate numerele naturale 𝑘 ≥ 3. Demonstrați că 𝐻 conține 

toate numerele raționale 𝑞 > 2. 
 
SOLUȚIE: 
a) Avem 𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑥 − 2)(𝑦 − 2) + 2, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 ………………………………..…………………… 3 puncte 
(𝑎 − 2)(𝑏 − 2) = 𝑐 − 2; (𝑏 − 2)(𝑐 − 2) = 𝑎 − 2;  (𝑐 − 2)(𝑎 − 2) = 𝑏 − 2 ........................................... 3 puncte 
𝑎, 𝑏, 𝑐 > 2 ș𝑖 (𝑎 − 2)ଶ(𝑏 − 2)ଶ(𝑐 − 2)ଶ = (𝑎 − 2)(𝑏 − 2)(𝑐 − 2) ⟹ (𝑎 − 2)(𝑏 − 2)(𝑐 − 2) = 1 ⟹ 
(𝑎 − 2)ଶ = (𝑏 − 2)ଶ = (𝑐 − 2)ଶ = 1, deoarece a, b, c ∈ G ⟹  𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 3 ........................................... 3 puncte 
b) 𝑛 = 1 ⟹ 𝑎ଵ = 4 ..................................................................................................................................... 1 punct 

𝑛 ≥ 2, 𝑎ଵ ∗ 𝑎ଶ ∗ … ∗ 𝑎௡ = 𝑛 + 3 ⟹ (𝑛 + 2) ∗ 𝑎௡ = 𝑛 + 3 ⟹ 𝑛(𝑎௡ − 2) = 𝑛 + 1, deci 𝑎௡ =
௡ାଵ

௡
+ 2,  

𝑎௡ = 3 +
ଵ

௡
 , 𝑛 ≥ 2. Cum 3 +

ଵ

ଵ
= 4 ⟹ 𝑎௡ = 3 +

ଵ

௡
 , 𝑛 ≥ 1 ..................................................................... 3 puncte 

 

c) (𝐻,∗) subgrup ⟹ 𝑒 = 3 ∈ 𝐻 (𝑒 = 3, element neutru în 𝐺) și ∀𝑥 ∈ 𝐻, 𝑥ᇱ = 2 +
ଵ

௫ିଶ
∈ 𝐻 (𝑥ᇱ este simetricul lui 𝑥 > 2 

din 𝐺) ………………………………………………………………………………………………….……. 4 puncte 
Fie 𝑞 ∈ ℚ, 𝑞 > 2 deci  𝑞 − 2 > 0, 𝑞 − 2 ∈ ℚ ⟹ 𝑞 − 2 =

௔

௕
 , 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ∗ ....................................................... 1 punct 

Rezultă 𝑎 + 2, 𝑏 + 2 ∈ ℕ, 𝑎 + 2 ≥ 3, 𝑏 + 2 ≥ 3 ⟹ 𝑎 + 2, 𝑏 + 2 ∈ 𝐻 ....................................................... 1 punct 

(𝑎 + 2) ∗ (𝑏 + 2)ᇱ ∈ 𝐻 ⟹ (𝑎 + 2 − 2) ൬2 +
1

𝑏 + 2 − 2
− 2൰ + 2 ∈ 𝐻 ⟹

𝑎

𝑏
+ 2 ∈ 𝐻,  

deci 𝑞 ∈ 𝐻 ⟹ concluzia ....................................................................................................................... 1 punct 
 
Subiectul 4. (30 puncte) 

Un leu aleargă după pradă plecând dintr-un punct 𝑂 cu accelerația  

 𝑎(𝑡) = ቀ
ସ௧మାଶ

௘భఱ +
ଶ௧

௘రቁ 𝑒௧మ
+ 3𝑡ଶ − 12𝑡 + 9,  măsurată în 𝑚/𝑠ଶ,  timpul 𝑡 ≥ 0, măsurat în secunde.  

La momentul 𝑡 = 0 viteza sa este      𝑣(0) = ቀ1 +
ଵ

௘రቁ  𝑚/𝑠. 

a) Arătați că 𝑣(𝑡) = ቀ
ଶ௧

௘భఱ +
ଵ

௘రቁ 𝑒௧మ
+ 𝑡ଷ − 6𝑡ଶ + 9𝑡 + 1, 𝑡 ≥ 0. 

b) Stabiliți dacă există momente de timp în care leul este în repaus. 
c) Demonstrați că distanța parcursă de leu de la momentul 𝑡 = 1 la 𝑡 = 4 este mai mare decât 11 𝑚. 
 
Notă: Dacă 𝑆(𝑡) este spațiul parcurs de leu în t secunde, iar 𝑆 este o funcție de două ori derivabilă, cu 
derivata a doua continuă, atunci viteza leului este 𝑣(𝑡) = 𝑆′(𝑡), iar accelerația este 𝑎(𝑡) = 𝑆ᇱᇱ(𝑡). 

 
SOLUȚIE: 
a) 𝑎(𝑡) = 𝑣′(𝑡) deci 𝑣 este primitivă a funcției 𝑎 .............................................................................. 2 puncte 
𝑣(𝑡) = ∫ 𝑎(𝑡) 𝑑𝑡 , 𝑡 ≥ 0 ..................................................................................................................... 3 puncte 

Astfel 𝑣(𝑡) = ቀ
ଶ௧

௘భఱ +
ଵ

௘రቁ 𝑒௧మ
+ 𝑡ଷ − 6𝑡ଶ + 9𝑡 + 𝐶 .............................................................................. 3 puncte 
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𝑣(0) = 1 +
ଵ

௘ర ⟹
ଵ

௘ర + 𝐶 = 1 +
ଵ

௘ర ⟹ 𝐶 = 1 ⟹ 𝑣(𝑡) = ቀ
ଶ௧

௘భఱ +
ଵ

௘రቁ 𝑒௧మ
+ 𝑡ଷ − 6𝑡ଶ + 9𝑡 + 1 .............. 2 puncte 

b) Leul este în repaus dacă 𝑣(𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0 ........................................................................................... 3 puncte 

𝑣(𝑡) = ቀ
ଶ௧

௘భఱ +
ଵ

௘రቁ 𝑒௧మ
+ 𝑡(𝑡 − 3)ଶ + 1 > 0, ∀𝑡 ≥ 0 .............................................................................. 4 puncte 

Leul nu este în repaus în nici un moment ........................................................................................... 1 punct 

c) 𝑣(𝑡) = 𝑆ᇱ(𝑡) ⟹ ∫ 𝑣(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑆ᇱ(𝑥)𝑑𝑥 ⟹ 𝑆(𝑡) = 𝑆(0) + ∫ 𝑣(𝑥)𝑑𝑥
௧

଴

௧

଴

௧

଴
 

Cum 𝑆(0) = 0 ⟹  𝑆(𝑡) = ∫ 𝑣(𝑥)𝑑𝑥
௧

଴
 ....................................................................................................... 2 puncte 

𝑆(𝑡) =
ଵ

௘భఱ ൫𝑒௧మ
− 1൯ +

௧ర

ସ
− 2𝑡ଷ +

ଽ௧మ

ଶ
+ 𝑡 +

ଵ

௘ర ∫ 𝑒௫మ
𝑑𝑥

௧

଴
 ................................................................. 3 puncte 

Distanța parcursă între 𝑡 = 1 și 𝑡 = 4 este 𝑆(4) − 𝑆(1)  ................................................................. 2 puncte 

𝑆(4) − 𝑆(1) =
ଵ

௘భఱ
(𝑒ଵ଺ − 𝑒) +

ଷଷ

ସ
+

ଵ

௘ర ∫ 𝑒௫మ
𝑑𝑥

ସ

ଵ
 .............................................................................. 2 puncte 

Cum pentru 𝑥 ∈ [1, 4], 𝑒௫మ
≥ 𝑒௫ ⟹ ∫ 𝑒௫మ

𝑑𝑥
ସ

ଵ
≥ ∫ 𝑒௫𝑑𝑥

ସ

ଵ
⟹ ∫ 𝑒௫మ

𝑑𝑥
ସ

ଵ
≥ 𝑒ସ − 𝑒 .......................... 2 puncte 

𝑆(4) − 𝑆(1) ≥ 𝑒 +
33

4
+ 1 −

𝑒

𝑒ସ
−

𝑒

𝑒ଵହ
= 𝑒 +

37

4
−

𝑒

𝑒ସ
−

𝑒

𝑒ଵହ
 

𝑒

𝑒ସ
+

𝑒

𝑒ଵହ
=

1

𝑒ଷ
+

1

𝑒ଵସ
<

1

2ଷ
+

1

2ଵସ
<

1

2ଷ
+

1

2ଷ
=

1

2ଶ
⟹ 𝑒 −

1

𝑒ଷ
−

1

𝑒ଵସ
+

37

4
> 𝑒 −

1

4
+

37

4
> 2 −

1

4
+

37

4
=

44

4
= 11 

 
⟹ 𝑆(4) − 𝑆(1) > 11 ................................................................................................................................. 1 punct 
 
 
Observație: Orice altă soluție corect demonstrată va fi punctată corespunzător. 
 

 
 

Notă:  
Toate subiectele sunt obligatorii;  se acordă 10 puncte din oficiu. 
Orice rezolvare corectă a oricărei probleme, dar diferită de cea din barem se notează cu punctaj echivalent.  
Punctajul maxim este de 100 de puncte. 
 
 

                                


