
 
 

Etapa județeană  CMA_H1_7 martie 2026 – Barem de notare și evaluare 
 

CONCURSUL NAȚIONAL DE MATEMATICĂ APLICATĂ 
„ADOLF HAIMOVICI” 

Ediția a XXVIII-a 
ETAPA JUDEȚEANĂ – 7 martie  2026 

Clasa a XII–a – Secțiunea H1 – Filieră tehnologică 
 

BAREM DE CORECTARE ȘI NOTARE 
                                             
Subiectul 1. (20 puncte) 

Pe mulțimea ℤ se definește legea de compoziție 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6, oricare ar fi  𝑥, 𝑦 ∈ ℤ. 

a) Demonstrați că legea „∗” este asociativă şi comutativă; 
b) Determinați elementele simetrizabile ale mulțimii  ℤ  în raport cu legea „ ∗ ”; 
c) Demonstrați că, dacă 𝑚, 𝑛 și 𝑝 sunt numere naturale astfel încât 𝑚 ∗ 𝑛 ∗ 𝑝 = 13 și 𝑚 ≤ 𝑛 ≤ 𝑝, atunci 
produsul numerelor 𝑚, 𝑛 și 𝑝 este divizibil cu 13. 

 

SOLUȚIE: 
a) Avem  (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = (𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6) ∗ 𝑧 = (𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6)𝑧 − 2(𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6) − 2𝑧 + 6 = 

= 𝑥𝑦𝑧 − 2𝑥𝑦 − 2𝑥𝑧 − 2𝑦𝑧 + 4𝑥 + 4𝑦 + 4𝑧 − 6 ..................................................................................................2p 
şi     𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = 𝑥 ∗ (𝑦𝑧 − 2𝑦 − 2𝑧 + 6) = 𝑥(𝑦𝑧 − 2𝑦 − 2𝑧 + 6) − 2𝑥 − 2(𝑦𝑧 − 2𝑦 − 2𝑧 + 6) + 6 = 

= 𝑥𝑦𝑧 − 2𝑥𝑦 − 2𝑥𝑧 − 2𝑦𝑧 + 4𝑥 + 4𝑦 + 4𝑧 − 6 .........................................................................................................2p  

Adunarea și înmulțirea în  ℤ sunt comutative, astfel avem  (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧), ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℤ , adică legea ” ∗ ” este 
asociativă  .....................................................................................................................................................................1p 

Adunarea și înmulțirea în  ℤ sunt comutative, astfel avem: 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6  şi  𝑦 ∗ 𝑥 = 𝑦𝑥 − 2𝑦 − 2𝑥 + 6 , 
deci 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ .....................................................................................................................................1p 

   Adică legea este şi comutativă .....................................................................................................................................1p 

b) Legea ” ∗ ” admite element neutru dacă există 𝑒 ∈ ℤ , astfel încât 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 , ∀ 𝑥 ∈ ℤ  

     Avem    𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 ⟺ 𝑥𝑒 − 2𝑥 − 2𝑒 + 6 = 𝑥 ⟺ (𝑥 − 2)(𝑒 − 3) = 0, ∀ 𝑥 ∈ ℤ 

          ⟹  𝑒 = 3 ∈ ℤ  este elementul neutru al legii ” ∗ ”  ..............................................................................................2p 

     Fie 𝑥 ∈ ℤ , acesta este simetrizabil dacă există 𝑥′ ∈ ℤ , astfel încât 𝑥 ∗ 𝑥ᇱ = 𝑥ᇱ ∗ 𝑥 = 𝑒 = 3 

  Avem   𝑥 ∗ 𝑥ᇱ = 𝑥ᇱ ∗ 𝑥 = 3 ⟺  𝑥𝑥ᇱ − 2𝑥 − 2𝑥ᇱ + 6 = 3 ⟺ (𝑥−2)(𝑥ᇱ − 2) = 1 ⟹ 𝑥 − 2|1  și 𝑥ᇱ − 2|1  ….…1p 

   adică  𝑥 − 2 = 1, 𝑥ᇱ − 2 = 1 ⇒ 𝑥 = 𝑥′ = 3 sau  𝑥 − 2 = −1, 𝑥ᇱ − 2 = −1 ⇒ 𝑥 = 𝑥ᇱ = 1 ………………….... 2p 

   Elementele simetrizabile sunt: {1, 3} ...................................................................…………………………………1p 

c) 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6 = (𝑥 − 2)(𝑦 − 2) + 2, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ ………………………….…………………………1p 

     Legea „∗” fiind asociativă, prin calcul deducem  𝑚 ∗ 𝑛 ∗ 𝑝 = (𝑚 − 2)(𝑛 − 2)(𝑝 − 2) + 2 ……………….…….2p 

    𝑚 ∗ 𝑛 ∗ 𝑝 = 13 ⟺ (𝑚 − 2)(𝑛 − 2)(𝑝 − 2) + 2 = 13 ⟺ (𝑚 − 2)(𝑛 − 2)(𝑝 − 2) = 11………………………..1p 

          Deoarece 11 este număr prim, 𝑚, 𝑛, 𝑝 ∈ ℕ,  iar 𝑚 − 2 ≤ 𝑛 − 2 ≤ 𝑝 − 2 ⟹  

𝑚 − 2 = −11, 𝑛 − 2 = −1, 𝑝 − 2 = 1, obținem  𝑚 = −9, 𝑛 = 1,  𝑝 = 3 (nu convine), sau 

 𝑚, 𝑛, 𝑝 ∈ ℕ ⟹ 𝑚 − 2 = 𝑛 − 2 = −1, 𝑝 − 2 = 11 ⇒ 𝑚 = 𝑛 = 1,  𝑝 = 13, sau 

𝑚 − 2 = 𝑛 − 2 = 1, 𝑝 − 2 = 11 ⇒ 𝑚 = 𝑛 = 3,  𝑝 = 13……………………………………...........……..….…2p 

 Întrucât 𝑝 = 13, vom avea 𝑚𝑛𝑝 = 𝑀ଵଷ..……………...……………………………………………………….…1p 
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Subiectul 2. (20 puncte) 
Se consideră funcția 𝑓: (0, +∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) = log ଷ 𝑥. 

a) Pentru funcția  𝑔: (0, +∞) → ℝ, 𝑔(𝑥) =
ଷ೑(ೣ)

௫
− 𝑥   , determinați primitiva   𝐺: (0, +∞) → ℝ, care 

verifică    condiția  𝐺(2) = 2026  ; 

b) Arătați că   𝐼 = න 𝑥𝑓(𝑥)ௗ𝑑𝑥 =
௘మାଵ

ସ୪୬ଷ

௘

ଵ

 ; 

   c) Pentru fiecare 𝑛 ∈ ℕ, definim  𝐼௡ = ∫ 𝑥
௘

ଵ
𝑓௡(𝑥)ௗ𝑑𝑥.  

Demonstrați că 𝐼௡ =
௘మ

ଶ(௟௡ )೙ −
௡

ଶ ୪୬ ଷ
𝐼௡ିଵ , oricare ar fi 𝑛 ∈ ℕ. 

SOLUȚIE: 

a) 3௙(௫) = 3௟௢௚ య ௫ = 𝑥 .................................................................................................................................................. 1p 

𝑔(𝑥) =
𝒙

𝒙
− 𝒙 = 1 − 𝑥 ...................................................................................................................................... 1p 

𝐺(𝑥) = ∫ (1 − 𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥 −
௫మ

ଶ
+ 𝐶   ................................................................................................................ 2p 

𝐺(2) = 2 − 2 + 𝐶 = 𝐶 = 2026 ⟹ 𝐺(𝑥) = 𝑥 −
௫మ

ଶ
+ 2026 ......................................................................... 2p 

b)  𝐼 = ∫ 𝑥
௘

ଵ
𝑙𝑜𝑔 ଷ 𝑥ࣟ𝑑𝑥 =

ଵ

௟௡ ଷ
∫ 𝑥𝑙𝑛𝑥ࣟ𝑑𝑥

௘

ଵ
 ..................................................................................................................... 1p 

∫ 𝑥𝑙𝑛𝑥ࣟ𝑑𝑥
௘

ଵ
=

௫మ

ଶ
𝑙𝑛𝑥ቚ

ଵ

௘

−
ଵ

ଶ
∫ 𝑥ࣟ𝑑𝑥

௘

ଵ
=

௫మ

ଶ
𝑙𝑛𝑥ቚ

ଵ

௘

−  
௫మ

ସ
ቚ
ଵ

௘

.....................................................................................3p 

       𝐼 =
ଵ

௟௡ ଷ
ቀ

௘మ

ଶ
−

௘మିଵ

ସ
ቁ =

௘మାଵ

ସ ௟௡ ଷ
   ...............................................................................................................................2p 

c) 𝐼௡ = ∫ 𝑥(𝑙𝑜𝑔ଷ 𝑥)௡௘

ଵ
ࣟ𝑑𝑥 =

ଵ

(௟௡ )೙ ∫ 𝑥
௘

ଵ
(𝑙𝑛𝑥)௡𝑑𝑥 ..........................................................................................................1p 

∫ 𝑥
௘

ଵ
(𝑙𝑛𝑥)௡ 𝑑𝑥 =

௫మ

ଶ
(𝑙𝑛𝑥)௡ቚ

ଵ

௘

−
௡

ଶ
∫ 𝑥(𝑙𝑛𝑥)௡ିଵ௘

ଵ
𝑑𝑥 ......................................................................................... 4p 

=
௘మ

ଶ
−

௡

ଶ
∫ 𝑥(𝑙𝑛𝑥)௡ିଵ௘

ଵ
𝑑𝑥 ....................................................................................................................................2p 

𝐼௡ =
௘మ

ଶ(௟௡ଷ)೙ −
௡

ଶ ௟௡
𝐼௡ିଵ, ∀𝑛 ∈ ℕ  .......................................................................................................................1p 
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Subiectul 3. (20 puncte) 

Se consideră matricele 𝐴, 𝐵 ∈ ℳଶ(ℝ), unde  𝐴 = ቀ
2026 1
2025 1

ቁ, iar  𝐵 = ቀ
−2026 2025

−1 1
ቁ. 

Fie, de asemenea, mulțimea   𝑮 = {𝑋 ∈ ℳଶ(ℝ) 𝑑𝑒𝑡(𝑋) = 1}. 
 

a) Verificați dacă  𝐴 și  𝐵  aparțin mulțimii 𝑮. 
b) Demonstrați că mulțimea 𝑮,  împreună cu operația de înmulțire a matricelor, formează un grup. 

c) Demonstrați că, dacă 𝑋 = ቀ
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁ ∈ 𝑮 este soluţie a ecuaţiei  𝑋ଶ − 𝑋 + 𝐼ଶ = 𝑂ଶ, atunci  𝑎 + 𝑑 = 1. 

 
SOLUȚIE: 

a) 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = ቚ
2026 1
2025 1

ቚ = 2026 · 1 − 1 · 2025 = 2026 − 2025 = 1 ⇒ 𝐴 ∈ 𝑮………………………….…….….....2p 

𝑑𝑒𝑡(𝐵) = ቚ
−2026 2025

−1 1
ቚ = −2026 · 1 − 2025 ∙ (−1) = −2026 + 2025 = −1 ⇒ 𝐵 ∉ 𝑮  ……………….......2p 

b) (∀)𝑋, 𝑌 ∈ 𝑮 ⇒ 𝑑𝑒𝑡(𝑋) = 𝑑𝑒𝑡(𝑌) = 1  ………………………………………………………………………..….…1p 

Folosind că:  𝑑𝑒𝑡(𝑋 · 𝑌) = 𝑑𝑒𝑡(𝑋) · 𝑑𝑒𝑡(𝑌) pentru (∀)𝑋, 𝑌 ∈ ℳଶ(ℝ) deducem 𝑑𝑒𝑡(𝑋 · 𝑌) = 1……………..…1p 

Deci 𝑋 ∙ 𝑌 ∈ 𝑮, (∀)𝑋, 𝑌 ∈ 𝑮 (1)……………………………………………………………………………………...1p 

Avem că (𝑋 ∙ 𝑌) ∙ 𝑍 = 𝑋 ∙ (𝑌 ∙ 𝑍), (∀)𝑋, 𝑌 și 𝑍 ∈ 𝑮  (2)…………...…………………………………………………1p 

De asemenea,  𝑑𝑒𝑡(𝐼ଶ) = 1, deci  (∃)𝐼ଶ ∈ 𝑮  a. î.  𝐼ଶ ∙ 𝑋 = 𝑋 ∙ 𝐼ଶ = 𝑋, (∀)𝑋 ∈ 𝑮 (3)………………..…...............….2p 

Pentru (∀)𝑋 ∈ 𝑮,  din 𝑑𝑒𝑡(𝑋) = 1 ⇒  (∃)𝑋ିଵ ∈ ℳଶ(ℝ), pentru care 𝑋ିଵ ∙ 𝑋 = 𝑋 ∙ 𝑋ିଵ = 𝐼ଶ,  

 de unde deducem că   𝑑𝑒𝑡(𝑋ିଵ) =
ଵ

ௗ௘௧(௑)
= 1, deci (∀)𝑋 ∈ 𝑮, (∃)𝑋ିଵ ∈ 𝑮 a.î. 𝑋ିଵ ∙ 𝑋 = 𝑋 ∙ 𝑋ିଵ = 𝐼ଶ (4) ……2p 

Din relaţiile (1), (2),(3) şi (4) deducem că mulţimea 𝑮  împreună cu operaţia de înmulţire a matricelor formează un 

grup…. ……………………………………………………………………………………………………………….2p        

c) Utilizând relaţia lui Cayley-Hamilton: 𝑋ଶ − (𝑎 + 𝑑)𝑋 + 𝑑𝑒𝑡𝑋 ∙ 𝐼ଶ = 𝑂ଶ ……………………………….…………..2p 

      obţinem pentru  𝑋 ∈ 𝑮  că  𝑋ଶ − (𝑎 + 𝑑)𝑋 + 𝐼ଶ = 𝑂ଶ     …………………………………………………………….1p 

      Din ipoteză avem că  𝑋ଶ − 𝑋 + 𝐼ଶ = 𝑂ଶ  deci  (𝑎 + 𝑑)𝑋 = 𝑋 ⇔ (𝑎 + 𝑑 − 1)𝑋 = 𝑂ଶ ……………………………..1p 

      Deoarece  𝑑𝑒𝑡(𝑋) = 1 şi deci  𝑋 ≠ 𝑂ଶ, deducem că 𝑎 + 𝑑 − 1 = 0 ⇔ 𝑎 + 𝑑 = 1 ……………………..…………..2p 
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Subiectul 4. (30 puncte) 
Cu ocazia unui experiment, s-a observat că intensitatea radiației produsă de o sursă,  măsurată într-un 

punct situat  la  distanța 𝑎 > 0 față de acea sursă, este dată de formula:     𝑰(𝒂) = න
ଵ

௫మା௔మ 𝑑𝑥
ଵ

଴

. 

a) Calculați valoarea intensității radiației măsurată în punctele situate la distanțele  𝑎 = 1   şi   𝑎 = √3   față 
de sursă; 

b) Demonstrați că funcția  𝑰: (0; +∞) → ℝ ,  cu    𝑰(𝒂) = න
ଵ

௫మା௔మ 𝑑𝑥
ଵ

଴

   este descrescătoare;  interpretați din 

punct de vedere fizic rezultatul obținut;  

c) Demonstrați  că  are loc relația :   𝑰(𝒂) >
ଵ

௔మାଵ
 ,  pentru orice  𝑎 > 0. 

 
SOLUȚIE: 

a) 𝐼(1) = න
ଵ

௫మାଵ
𝑑𝑥

ଵ

଴

= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥
଴
ଵ = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔1 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔0 =

గ

ସ
− 0 =

గ

ସ
  …………………………………..….....….5p 

𝐼൫√3൯ = න
ଵ

௫మାଷ
𝑑𝑥

ଵ

଴

=
ଵ

√ଷ
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

௫

√ଷ ଴

ଵ
=

ଵ

√ଷ
ቀ𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

ଵ

√ଷ
− 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔0ቁ =

ଵ

√ଷ
·

గ

଺
=

గ

଺√ଷ
=

గ√ଷ

ଵ଼
  ………….…………..5p 

b) Pentru (∀)𝑎, 𝑏  cu  0 < 𝑎 < 𝑏  şi  (∀)𝑥 ∈ (0; 1)  avem că  𝑥ଶ + 𝑎ଶ < 𝑥ଶ + 𝑏ଶ  ⇔
ଵ

௫మା௔మ >
ଵ

௫మା௕మ  ………..….2p 

de unde,  conform proprietăţii de monotonie a integralei definite, găsim că  

න
ଵ

௫మା௔మ 𝑑𝑥
ଵ

଴

> න
ଵ

௫మା௕మ 𝑑𝑥
ଵ

଴

⇒ 𝐼(𝑎) > 𝐼(𝑏),  adică funcţia  I  este descrescătoare ……………………………...5p 

           Din punctul de vedere fizic, această inegalitate explică faptul că, pe măsură ce ne îndepărtăm  

                 de sursă, intesitatea radiaţiei scade ………………………………………………………………………......…3p 

c) (∀) 𝑥 ∈ (0; 1) şi (∀)𝑎  cu  𝑎 > 0  avem   𝑎ଶ + 𝑥ଶ < 𝑎ଶ + 1 ⇔
ଵ

௫మା௔మ >
ଵ

௔మାଵ
  ……………………….….....…..5p 

de unde, integrând de la 0 la 1, găsim:  𝐼(𝑎) = න
ଵ

௫మା௔మ 𝑑𝑥
ଵ

଴

> න
ଵ

௔మାଵ
𝑑𝑥

ଵ

଴

⇒ 𝐼(𝑎) >
ଵ

௔మାଵ
· 𝑥

଴

ଵ
=

ଵ

௔మାଵ
 …….…5p 

Notă:  

Toate subiectele sunt obligatorii;  se acordă 10 puncte din oficiu. 
Orice rezolvare corectă a oricărei probleme, dar diferită de cea din barem se notează cu punctaj echivalent.  
Punctajul maxim este de 100 de puncte. 


