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1. Se consideră numerele: 𝑎 = √9 + 4√5
3

 și 𝑏 = √9 − 4√5
3

.  

a) (4p) Calculați 𝑎 ∙ 𝑏 și  𝑎 + 𝑏. 

b) (3p) Arătați că  

1

1 + 𝑎 + 𝑎2
+

1

1 + 𝑏 + 𝑏2
+

1

1 + 𝑎 + 𝑏
 este număr natural 

 

Prof. Mihaela-Loredana Breabăn  

SOLUȚIE:  

1a) 
𝑎 ∙ 𝑏 = √9 + 4√5

3

∙ √9 − 4√5
3

= √(9 + 4√5) ∙ (9 − 4√5)
3

= √81 − 80
3

= 1 
1p 

Notăm cu 𝑆 = 𝑎 + 𝑏, 𝑆 ∈ ℝ.  

Ridicăm la puterea a treia și obținem 𝑆3 = 18 + 3𝑆 

1p 

⟺ (𝑆 − 3)(𝑆2 + 3𝑆 + 6) = 0 1p 

o singura soluție reală 𝑆 = 3 1p 

1b) Din 𝑎 ∙ 𝑏 = 1 ⇒ 𝑏 =
1

𝑎
   1p 

1

1 + 𝑎 + 𝑎2
+

1

1 + 𝑏 + 𝑏2
+

1

1 + 𝑎 + 𝑏
=

1

1 + 𝑎 + 𝑎2
+

1

1 +
1
𝑎 + (

1
𝑎)

2 +
1

1 + 𝑎 +
1
𝑎

 
1p 

=
1

1 + 𝑎 + 𝑎2
+

𝑎2

1 + 𝑎 + 𝑎2
+

𝑎

1 + 𝑎 + 𝑎2
= 1 

1p 

 

 

H1 

 



2. a) (2p) Calculați log2 3 ∙ log3 4 ∙ log4 5 ∙ log5 6 ∙ log6 7 ∙ log7 8. 

b) (5p) Fie 𝑥 > 0, 𝑥 ≠ 1, 𝑛 un număr natural și numerele 𝐴 = log5 𝑥 + log√5 𝑥 + ⋯ + log √5
𝑛 𝑥, 

𝐵 = log𝑥 5 + log√𝑥 52 + ⋯ + log √𝑥
𝑛 5𝑛. Arătați că 𝐴 ∙ 𝐵 nu depinde de 𝑥. 

Prof. Mihaela-Loredana Breabăn  

SOLUȚIE:  

2a) Utilizând formula log𝑎 𝑏 ∙ log𝑏 𝑐 = log𝑎 𝑐 1p 

obținem log2 3 ∙ log3 4 ∙ log4 5 ∙ log5 6 ∙ log6 7 ∙ log7 8 = log2 8 = 3 1p 

2b) 𝐴 = log5 𝑥 + log√5 𝑥 + ⋯ + log √5
𝑛 𝑥 ⇔ 𝐴 = log5 𝑥 + 2 log5 𝑥 + ⋯ + 𝑛 log5 𝑥 ⇔ 

𝐴 = log5 𝑥 (1 + 2 + 3 + ⋯ . +𝑛) ⇔ 𝐴 = log5 𝑥 ∙
𝑛(𝑛 + 1)

2
 

2p 

𝐵 = log𝑥 5 + log√𝑥 52 + ⋯ + log √𝑥
𝑛 5𝑛 ⇔ 𝐵 = log𝑥 5 + 22 log𝑥 5 + ⋯ + 𝑛2 log𝑥 5 ⇔ 

𝐵 = log𝑥 5 (12 + 22 + ⋯ + 𝑛2) ⇔ 𝐵 = log𝑥 5 ∙
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
 

2p 

𝐴 ∙ 𝐵 =
𝑛2(𝑛 + 1)2(2𝑛 + 1)

12
 

1p 

 

3. (7p) Ştiind că  𝑧 ⋅ 𝑧̄ = |𝑧|2, ∀𝑧 ∈ 𝐶 demonstraţi că dacă 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈  𝐶 astfel încât  

|𝑧1| = |𝑧2| = |𝑧3| = 𝑟, 𝑟 > 0 şi  𝑧1 + 3𝑧2 − 4𝑧3 = 0 atunci  

1

𝑧1
+

3

𝑧2
−

4

𝑧3
= 0 

și  𝑧2 ⋅ 𝑧3 + 3𝑧1 ⋅ 𝑧3 − 4𝑧1 ⋅ 𝑧2 = 0. 

Prof. Mihaela Niculina Moisuc  

SOLUȚIE:  

3 
|𝑧1| = |𝑧2| = |𝑧3| = 𝑟 ⇒ |𝑧1|2 = |𝑧2|2 = |𝑧3|2 = 𝑟2 ⇒ 𝑧1 =

𝑟2

𝑧1
, 𝑧2 =

𝑟2

𝑧2
, 𝑧3 =

𝑟2

𝑧3
 

3p 

din 𝑧1 + 3𝑧2 − 4𝑧3 = 0 ⇒ 𝑧1 + 3𝑧2 − 4𝑧3 = 0, obținem relația 
1

𝑧1
+

3

𝑧2
−

4

𝑧3
= 0 2p 

apoi în aceasta aducem la același numitor 𝑧2 ⋅ 𝑧3 + 3𝑧1 ⋅ 𝑧3 − 4𝑧1 ⋅ 𝑧2 = 0 2p 

 



4.   (7p) Să se rezolve ecuația: √9(6 + 𝑙𝑜𝑔2𝑥)4 + √5(2 + 𝑙𝑜𝑔2𝑥) = 8. 

SOLUȚIE:  

4 Notăm  𝑙𝑜𝑔2𝑥 = 𝑡, din condițiile de existență a ecuației 𝑡 > −2.  

Ecuația devine √9(6 + 𝑡)4 + √5(2 + 𝑡) = 8 

1p 

Notăm √9(6 + 𝑡)4 = 𝑎 ≥ 0 ⇒ 𝑎4 = 54 + 9𝑡,    

 √5(2 + 𝑡) = 𝑏 ≥ 0 ⇒ 𝑏2 =10+5t 

1p 

Eliminând t  și folosind  b=a – 8 se obține ecuația 5𝑎4 − 9𝑎2 + 144 𝑎 − 756 = 0 1p 

(𝑎 −  3)(5𝑎3 + 15𝑎2 + 36 𝑎 + 252)  = 0 2p 

Cum   𝑎 ≥ 0 ⇒  𝑎3 + 15𝑎2 + 36 𝑎 + 252 > 0 și atunci a=3 soluție unică 1p 

Din   𝑎 =  3 ⇒ 𝑏 = 5, 𝑡 = 3 > −2. 𝐴tunci, 𝑙𝑜𝑔2𝑥 = 3 ⇒ 𝑥 = 8 1p 

 

Notă: Orice altă soluţie corectă se va puncta corespunzător. 


