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1. Se consideră șirul (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ∗ , 𝑎𝑛 = (
3+√5

2
)

𝑛

+ (
3−√5

2
)

𝑛

, 𝑛 ∈ ℕ∗. 

a) (4p) Să se arate că 𝑎2023 − 3𝑎2022 + 𝑎2021 = 0. 

b) (3p) Să se arate că 𝑎2𝑛+1 este divizibil cu 3 pentru orice număr natural nenul 𝑛. 

Rezolvare: 

a) 3𝑎𝑛 = 3 ⋅ [(
3 + √5

2
)

𝑛

+ (
3 − √5

2
)

𝑛

] = (
3 + √5

2
+

3 − √5

2
) ⋅ [(

3 + √5

2
)

𝑛

+ (
3 − √5

2
)

𝑛

] 

= (
3 + √5

2
)

𝑛+1

+ (
3 + √5

2
) ⋅ (

3 − √5

2
)

𝑛

+ (
3 − √5

2
) ⋅ (

3 + √5

2
)

𝑛

+ (
3 − √5

2
)

𝑛+1

 

= (
3 + √5

2
)

𝑛+1

+ (
3 − √5

2
)

𝑛+1

+ (
3 − √5

2
)

𝑛−1

+ (
3 + √5

2
)

𝑛−1

= 𝑎𝑛+1 + 𝑎𝑛−1 

Rezultă că  𝑎𝑛+1 − 3𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1 = 0 pentru orice 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2. 

Pentru  2022n  𝑎2023 − 3𝑎2022 + 𝑎2021 = 0 

b) Demonstrăm prin inducție matematică  𝑝(𝑛): 𝑎2𝑛+1 ⋮ 3 ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 

a) Demonstrarea relației : 𝑎𝑛+1 − 3𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1 = 0 pentru orice 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2 3p 

Pentru  2022n  𝑎2023 − 3𝑎2022 + 𝑎2021 = 0. 1p 

b) Demonstrația prin inducție matematică  𝑝(𝑛): 𝑎2𝑛+1 ⋮ 3 ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 3p 

 

 

 

H1 

 



2. Demonstrați că: 

a) (2p)  [√𝑛2 + 1] = 𝑛, ∀𝑛 ∈ ℕ∗  

b) (2p)  [√𝑛2 + 2𝑛 + 2] = 𝑛 + 1, ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 

c)(𝟑𝐩)
1

[√2] ∙ [√5]
+

1

[√5] ∙ [√10]
+ ⋯ +

1

[√𝑛2 + 1][√𝑛2 + 2𝑛 + 2]
=

𝑛

𝑛 + 1
, ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 

Rezolvare: 

a) 𝑛2 ≤ 𝑛2 + 1 < 𝑛2 + 2𝑛 + 1 ⇒ √𝑛2 ≤ √𝑛2 + 1 < √𝑛2 + 2𝑛 + 1 ⇒ 𝑛 ≤ √𝑛2 + 1 < 𝑛 + 1 

atunci [√𝑛2 + 1] = 𝑛 

b) 𝑛2 + 2𝑛 + 1 ≤ 𝑛2 + 2𝑛 + 2 < 𝑛2 + 4𝑛 + 4 ⇒ 𝑛 + 1 ≤ √𝑛2 + 2𝑛 + 2 < 𝑛 + 2 

atunci [√𝑛2 + 2𝑛 + 2] = 𝑛 + 1 

𝑐) 𝑆 =
1

1 ∙ 2
+

1

2 ∙ 3
+ ⋯ +

1

𝑛 ∙ (𝑛 + 1)
=

1

1
−

1

2
+

1

2
−

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
=

𝑛

𝑛 + 1
 

a) 𝑛2 ≤ 𝑛2 + 1 < 𝑛2 + 2𝑛 + 1 ⇒ √𝑛2 ≤ √𝑛2 + 1 < √𝑛2 + 2𝑛 + 1 

𝑛 ≤ √𝑛2 + 1 < 𝑛 + 1 atunci [√𝑛2 + 1] = 𝑛
 

2p

 

b) 𝑛2 + 2𝑛 + 1 ≤ 𝑛2 + 2𝑛 + 2 < 𝑛2 + 4𝑛 + 4 

𝑛 + 1 ≤ √𝑛2 + 2𝑛 + 2 < 𝑛 + 2 atunci [√𝑛2 + 2𝑛 + 2] = 𝑛 + 1
 

2p

 

c) 𝑆 =
1

1 ∙ 2
+

1

2 ∙ 3
+ ⋯ +

1

𝑛 ∙ (𝑛 + 1)
=

1

1
−

1

2
+

1

2
−

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
=

𝑛

𝑛 + 1
 

3p

 

 

𝟑. (𝟕𝐩) Demonstrați că 
3

4
∙

8

9
∙

15

16
∙ … ∙

𝑛(𝑛 + 2)

(𝑛 + 1)2
=

𝑛 + 2

2(𝑛 + 1)
, ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 

Rezolvare: 
Egalitatea poate fi demonstrată atât prin inducție matematică cât și prin calculul produsului adus la 

forma :  

           

 

     

     
 

2

*

1 1 2 2 2 2 3 3 2 1 1 2
...

2 2 3 3 4 4 1

1 1 21 3 2 4 3 5 1 2 2
... ,

2 2 3 3 4 4 1 1 2 1 2 1

n n n n

n n n

n n n n n n
n

n n n n n n

          
     

    

        
          

        

 

 

           

 

     

     
 

2

*

1 1 2 2 2 2 3 3 2 1 1 2
...

2 2 3 3 4 4 1

1 1 21 3 2 4 3 5 1 2 2
... ,

2 2 3 3 4 4 1 1 2 1 2 1

n n n n

n n n

n n n n n n
n

n n n n n n

          
     

    

        
          

        

 

3p 

 

4p 

 



4. Se consideră progresiile aritmetice  
1nna și  

1nnb . 

a) (4p) Demonstrați că șirul  
1nnc cu nnn bac  35 este în progresie aritmetică. 

b) (3p) Demonstrați că șirul  
1nnd cu nc

nd 10 este în progresie geometrică. Șirul  
1nnc este 

șirul de la punctul a). 

Rezolvare: 

a)  

     

111111

1111

3535

353522









nnnnnn

nnnnnnn

ccbaba

bbaabac
 

Deci  
1nnc  este în progresie aritmetică 

b).  

  2,1010101010 11

222
1111  

  nbbb nn

cccccc

n
nnnnnn  

Deci  
1nnd  este în progresie geometrică 

a)  
1nna în progresie aritmetică 2,2 11   naaa nnn  1p 

 
1nnb  în progresie aritmetică 2,2 11   nbbb nnn  1p 

 
1nnc  în progresie aritmetică 2,2 11   nccc nnn  1p 

     

111111

1111

3535

353522









nnnnnn

nnnnnnn

ccbaba

bbaabac
 

1p 

b)  
1nnc  în progresie aritmetică 2,2 11   nccc nnn  1p 

 
1nnd în progresie geometrică 2,11

2

  nnnn bbb  1p 

  2,1010101010 11

222
1111  

  nbbb nn

cccccc

n
nnnnnn  1p 

 

Notă: Orice altă soluţie corectă se va puncta corespunzător. 

 


